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ABsTRAcT．　We　study　pro．iectabilit＞r　of　lefモillvariant　Nambu－Poisson

tensors（LINPT）on　a　Lie　group，　and　illvestigate　the　conditions　tor

glven　Nambu－Poisson　tensors　to　be　pr（）jectable，　Moreover　we　show

that　ifηis　an　LINPT　on　G，　which　is　projectable　on　an　irreducible　Rie－

mannlan　symmetric　space　G／κthenηhas　only　two　possibilities．

1．INTRoDucTIoN

ANambu－Poisson　manif（）ld　is　de行ned　to　be　a　pair　of　a　Ox－manif（）1d　and　a

Nαη1加一Poisson　tensor　defined　on　it［3］，［5］．　A　Nambu－Poisson　tensor　is，　bv

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
グ

definition，　a　skew－symmetric　contravariant　tensor丘eld　on　a　manifbld　such　that

th・i・duced　b・ack・t・p・・ati・n・ati・丘・・th・funda・…t・1・id卿・，・・hi・h　i・ag・n－

eralization　ofthe　usual　Iacobi　identity．

　　　Let　G　be　a　connected　Lie　group　with　le丘invariant　volume　fbrmΩ，　and。κa

c°nnect・d　d・・ed・ubg・・up・f・G・F・・al・丘i・va・i・nt　N・mbu－P・iss・n　t・n…η

・nG…－2（η）Ωi・call・d・N鋤・－P・i∬・耐’・．　Thi・f・・m　i・clea・ly　l・飼。．

v・・iant・Al・丘inv・・i・nt　N・mbu－P・iss・n　tens・・η・・G・i・・said・t・b・ρ・Ojectable

ifit・c・rre・p・ndi・g　N・mbu－P・iss・n　f・・mωi・，　i・…u・1・en・e、　P・qject、bl，。。　a

G－i・…ia・而・輌・n　G／K　I・thi・a由d・，　w・・t・dy　p・・ject・bl・1，丘im。，i、nt
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Nambu－Poisson　tensorsηon　a　Lie　group　G．　For　example　we　will　show　that

if　G／K　i・a・irred・・ib1・Ri・man・ian　symmet・i・・pace・thenηh…nly　tw・

possibilities・

2．REvlEws　oF　NAMBu－PoIssoN　MANIFoLDs

In　this　section，　we　will　review　some　usefUl　results　of　geometry　of　Nambu－

Polsson　manifolds．　Details　are　referred　to［3］，｛4｜．　Led∫be　amη一dimensional

Cx＿manifbld，　andフ：its　algebra　of　real　valued　Ox　fUnctions　oll　A！　、Ve　denote

by　r（∬ハ∫）th・・pace・fgl・b・l　cr・ss－secti・n・η・』｛　．　A’iτM．　Then　fo・ea・h

η∈F（ノlnτハ∫），there　corresponds　the　bracket　defined　by

　　　　　　　　　　　　｛∬，＿．，fn｝＝η（（！fi，．＿，（ifn），　f’，’・っfn∈∫・

　　This　bracket　operation　is　an了｝－lillear　skew－symInetric　map　from

which　satisfies　the　Leibniz　rule：

［F　it　to［｝

｛．ん＿、五一1，91・9、｝一｛五＿，f’，－1，91｝・0・＋91・｛五・…・鵬’－1・9・｝・

f・・all九＿，五一1，91，9・∈ア・

　　Le仁4＝Σf，，　A…A五、．1，f，ノ∈∫．　Since　the　bracket　operation　clearly　satis．

盲es　the　Leibniz　rule，　we　can　define　a　vector　field　X4　corresponding　to／1　by　the

fbllowing　equatlon：

　　　　　　　　　　　　　　x．X（o）＝Σ｛．fi　1，＿、万．一、，9｝，9∈ア・

Such　a　vector　field　is　called　a　H‘iniiltOi’iian　v（ヲcforプiε1∂．

nian　vector　fields　is　denoted　by　7X．

The　space　of　Hamilto一

D，血iti。n　2．1．η∈r（・1r’T川・α・〃吻N・…bu－P・i∫∫・・吻・・呵・・∂・・n　if　it

，、励，5∠（Xv）η＝o・fo・all　X・∈n，　ivhe・e・・c・i・　the　Lie　de・i・・漉…τ11α1・

N〔imlフu－Poisson　manifold　is‘1　pair（A・f，η）・

The　above　defmition　is　clearly　equivalent　to　the　fbllowillgプ’u　nda　men　ta／ideii一

tlty：

｛九＿，・f，　－1，｛9・1，＿，9，｝｝＝｛｛f’，…・・fl・－1・・9　i｝・9・・・…9・｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十｛91、｛f，，＿，f’t＿1，92｝、9：1、…，9n｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋…＋｛91，＿，・．qn－1，ぴ，＿♪…，9川
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P・・jec・・biHty・fL・ft　lnv・・i…N・mbu－P・iss・n　T・n・・…n・Li・G・・up（NAKANIsHI）

f・・all九＿琉一1，91，．．．，9，，∈ア．

　　　Letη（p）≠0，　p∈MThen　we　say　thatηis　regular　at　p．　Now　we　can　state

th・允11・wi・g　l・cal・t・u・t・・e　th…em・f・・N・mb・－P・iss・n　t・n・・rs［2］，［3］．

Th…em　2・1・L・・η∈1’（Ari　TAの・・≧3・加i・a・Na伽P・∫∬・・…5・・可・r－

d・m・then　for　anγ　regul・・p・輌，　t｝1・・e・exi・t・・・…dinat・neighb・・h。。d　uV with
local　coordinates（Xl，・・つX。，：Vrt÷1，＿，：Cn、）around　p　such　that

　　　　∂　　　　∂
　　　　　　　A…Aη＝
　　　∂Xl　　　　∂xn

on　U，　and　vice　ver∫a．

　　　To　prove　the　above　theoren〕，　the　colldition　n≧3is　essential．　So　whenever

we　mention　a　Nambu－Poisson　manifbld，　we　always　assume　that　the　order　of　the

Nambu－Poissol〕tensor　is　greater　than　or　equal　to　3．

　　　Let（砿η）be　a　Nambu－Poisson　mallifbld　with　volume　fbrmΩ，　and　m＞η

≧3・P・t・”一’i（η）Ω・wh・・e　th・・ight　ha・d・id・i・th・i・t・・i・・p・・d・・t・fη・nd

Ω・H・nceωi・（m・一・）－f・・m・Th・f（・II・wi・g・h…em　give・anecessa脚d

・u缶・i・nt・・nditi・n　f・・ηt・be　a　N・mbu－P・iss・n　t・n…、F・・th・p…f’、ee［4］．

T｝…呼熱・・η∈1”（A”TM），　Then．i？・is　a・Nambtt－p・｛…1・　t・ns・r　if…d・nly

ヴη・娠敏励11・wi・9吻・・硫…a・…∂鋤・egU鋤・加亡・
　　　（a）ωis↓local！y）deCOtn1）05able，　and

（b）　出ere　exists　a　locall＞，　c｛〔］f≡ned　Iづ「ormθsuch　that　dω＝θ∧“ノ．

Reniarた2．1．　It　is　clear　that　the　above　criterlon五）r　Nambu－Poisson　tensors　d（）es

not　depend　on　the　choice　of　volume　f（）rm．

3．LEFT　INvARIANT　NAMBu－PoIssoN　TENsoRs
　　　　　　　　　　　　　ON　LIE　GRoups

In　this　section，　we　consider　left　invariant　Nambu－Poisson　tensors（LINPT）on

Li・g・・up・・L・t　G　b・an　m－dim・n・i・n・1・・nnect・d　Li・g…p，　m≧3．　D，n。t，

by　g　th・1’ie　alg・b・a・fl・血i・va・i・nt　vect・・fi・ld…　GU・i・g　Th…em　2．1，we

can　easily　obtain　the　fbllowing　Ienlma［41．

一
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L。mm。3．L　L，亡’・7・b・・a…一・…〃NPT吻∂…≧3・i・　a　Lie　9卿G刀…η

i・g励・卿c・・1P…bl・．　N’a　rn　eい・・…｛・ぬ・1・m・…Xい…X・由・u・h　that

ηis　wr加enαsη＝X1ヘ…へX・い

　　　By　the　ab・v・1・mm・，・n｝・LINPTη・f・・d・－al・b・w・i廿en　a・adec・m－

P・sable　eiement・f　A”g・

　　　If、Li，，ub・lg・b・aり・fgh・・ab・・i・｛X1，…’X’・｝・い・d・n・t・dbyり一〈X1・

＿

，X，、〉．　The　fbllowing　theorem　states　that　f（）r　every　Lie　subalgebraり，・n≧3，

th・・e　c・rre・p・・d・a・LINPT・f・・d・・dimり・（F・・th・p…f’・ee［4］・）

Theorem　3．2．　Leτ　G　be　an　・rn－diinensional　Lie　grOUP．

　　　（、）L，tり一＜Xl，＿、　X，＞b・・an・吻・…i…11　Li・鋤卿〆g・・≧3・

F。r　b。、i、　｛X、，＿，　X，A　ofh、P・‘t　n＝X・八…∧X・・Tlien・n　is　an　LINPT

　　　　　　of　order　n　on　G．

（b．旧，、，e・・elγ9｛・・e・1・・LINPTη一X・∧…∧X・E・A’ig・・G・出e吋＝

＜X，，．．．、X，1＞｛s　an’n．－dinien5ional　Lie　subalgebra　of　g・

　　　If、n　LINPTηh・・ts…xp・essi・n・・η一XI　A…AX1・－Y，　A…A　Y…

then　we　know　that〈X，，．．．，X，、〉＝〈Y，，＿．、　Y，、〉．　Thus　we　have

C。・・皿・・y・3．3．There　is・1・ne　t・・ne　c・卿・ndenc・輌・・ll・tant・nutltip！・！e一

“ween　tliti　＿s－et　of　LINPTs・f・rd・r…n　G　and　the　set　of　’n－diinensional　Li・sub・lge一

bras．　of　g．

　　　By　C・r・11・ワ3．3，…ekn・w　th・t　th・・e　are　l・・any　LINPT・・n・Lie　g「°up・

Hence，丘oln　now　on，　we　shall　consider　LINPTs　which　can　be　projected　down

・。s。me　h・m・9・n…sspace．　L・tηbe　an　LINPT・f・・d…andΩ・1・田・va・i’

ant　volulne　form　on（7．　As　in　the　previous　section，　putば＝」（η）Ω．　Then己is　a

le負illvar｛a煎bη一η）－fo　rm，　which　is　called　a　left　invariant　Nambu－Poisson

f（）rm（LINPF）．

　　　Let　us行x　our　notations．　Let　G　be　an　m－dimensional　connected　Lie　group

and　K　aん＿dimensional　connected　closed　subgroup　of　G．　Denote　by　g　andヒ

th，1．ie　alg・b・…fG・ndκ・e・p・diveiy・L・t・・G→G／Kb・th・n・…al　p・・－

iecti。。．　Th，　m・pPi・9：T→π＊i・・t・bli・h・・a・n・t・・ne　c・rre・p・nd・nce　be一

も，ee。　G－i。va，i、nゆ一f・・m・㌻・・G／κ・nd　l・丘i…a・ia・t・1）－f・・m・り・・G“Thi・h

satis辱
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Projectability　of　Le丘Invariant　Nambu－Poisson　Tensors　on　a　Lie　Group（NAKANIsHI）

i（X）午＝Of（）rallX∈8，

Rま7＝㌢fOr　allα∈K［1］．

condition（1）

（2）is　replaced　by　the　fbllowing　equivalent　condition．

（2）’　　　　　　　　　　　　　L（X）7＝0丘）rallX∈セ．

Such　a　p－form　7　is　said　to　be　projectable，

　　　　　　・つis　said　to　be　seMi一ρr（ije‘table．

If　a　P－form　Af　satisfies　only　the

If　K　is　connected，　the　condition

D・fi・iti・n　3・1・A・LINPT呵・rder　n・・α・5・id励・・emi－P・・元・ct・ble（…ρ．

pr・lect・bl・）if・the　c・rre・p・ndi・g・LI・NPF　ul－i（η）9’L・i…ei？咋・ject・bl・（re・p．　pl・一

jecfα殉｛n　the　above　sense．

　　　LetΩandΩノbe　any　left　invariant　volume　fbrms．　ThenΩ’＝cΩfor　some

non－zero　constant　c．　Hence　the　above　definition　does　not　depend　on　the　choice

of　left　invariant　volume　forms．

　　In　the　rest　of　this　section，　we　mainly　consider　a（semi－）prolectable　LINPT

on　G．　Let　g＝＜X1，＿，Xx，　Xk．　＝．1，．．．，X，，1＞andセ＝〈X，，．．．，XA－〉．　Recall　that

each　X、　is　a　left　invariant　vector丘eld　on　G．

L・mm・3・4・正・tg－e＋m・i・he・緬…卿1・m・砿・ワ’∬卿・・e・・，f・e・i・・9．　L・t・n

be　a　semi－projectable　LIN’PT　o∫　order　l≧3　on　G．　Thenη｝has　the∫folloxving∫form：

η＝X，ヘ…へXkへFl∧…へ昂一k、

where　Xi∈t　and　F．i∈m、

Pro（）f　Since　’o　is　semi－projectable，　we　have

0＝i（X）ω＝i（X）i（η）Ω＝i（ηAX）Ω，

f（）rX∈セ・HenceηAX＝Ofbr　any　X∈セ，andηis　written　asη＝XI　A…A

X・は・wh・・e　A　E　At－km・D・・t・L・mm・3」，ηi・91・b・11y　dec・mp・・abl，．

Th・・by・n　ea・y　c・n・id・・ati・n・Ai・al・・dec・mp・・able　a・d　w・・bt・i・th・tηi、

、vrltten　as

η　＝＝X1八…人Xk・へF，八…人Fトk、

where　Xi∈eand　Fj∈m．

一　5　＿ 243
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Definition　3．2．　An　LINPT　n　on　G｛s　5α｛d　to　be　triviai　with　re5pect　to　the　natural

pr（｝jection　G－→G／K｛∫｝？is　equal　to　one（＞f　the　fbllowing　t¢nsors　UP　to　constant

mult｛pl・・η＝Xl∧…へX・，　or　n－X・八…∧X・　il・X・・一，ヘ…八X・…

　　LetΩ＝山A…Aw’、ll，　be　a　left　invariant　volume　f（）rm　on　G，　where｛山｝is

the　dual　basis　of｛X1｝．　Ifη＝XI　A…AXk　A　Xk＋l　A…AX川，thenω＝τ（η）Ω

＝1．Hence　d．・＝0．　On　the　other　hand，　ifη＝XI　A…AXk，　thenω＝藪（η）Ω

＝叫＋1A…Aω，tt．　In　geIIeral，　this（m－k）一丘〕mi　uy　is　not　always　closed．　For　ex－

ample，　let　g＝s｛（3，　R）＝a十n十ヒ　be　the　usual　Iwasawa　decomposition．　Let

Aand　IV　be　the　connected　Lie　groups　corresponding　to　a　and　n　respectively・

Then　A　and　IV　are　closed　Lie　subgroups　of　SL（3，　R）．　Putり＝α十n．　Denote　by

Hthe　connected　Lie　group　corresponding　toり．・H「is　diffeomorphic　to／1×　］V

and　hence　H　is　a　closed　subgroup　of　SL（3，」R）．　Let　us　collsider　the　natural　pro－

lecti・n・SL（3、　R）→SL（3，・R）μ・We　can丘・d・b・・i・〈Xl・…孤〉－9…h

thatα＝＜Xl、X2＞and　n＝＜X3，　X↓，　X5＞．　Putη＝XI　A…　AX5．　Then　uノ＝

ゼ（η）Ω一・lfs　A　ul，　A眺with・e・pect　t・th・d・・l　b・・i・｛ω1・…・」・｝・f｛X・…・X｝・

XVe　know　that　i（b）ddi≠0．　Thus　this　LINPTη　is　trivial　but　is　not　projectable．

　　Next　let　us　study　the　case　that　G／K　are　irreducible　Riemannlan　synlmetnc

・pace・．　L・t　g・be　a・emi・i・ipl・Lie　alg・b・a・元th　C・rta・dec・mP・・iti・n　g一ヒ＋

m．Putセ＝〈Xl，＿、　Xk＞，　m＝｛Y1，＿，　Yq｝，　where　k十〇＝7η，＝dinl　G．　Let

α1，＿，ak（resp，31，＿，3、∫）be　the　dual　basis　of　Xい…・Xk（resp・Y，・…・｝Ci）・

ThenΩ＝alA…AαA．　A　31　A…∧3q　is　a　lefモinvariant　volume　fbrm　of　G．

Th。。。em　3．5．　Letηb・a・seml－P・・lect・bi・LINPT・∫・・der・≧3・n　G・1∫G／K｛・

an　irreduc．ible　Riem・lnnian　sγnlmetric　space，出e問i5娩α1・

P・・Of　By　Lemma　3，4，　w・k・・w　th・tη・an　b・w・itt・n・・η一XI　A…AX・AFl

A＿A、Fri＿k，where」Fi∈m．　lf　n－k＝0，　we　have　done．　SupPose　that’n，一ん

＞LPut　mノ＝｛Fl，．．．，F．－k｝，which　is　a　subspace　of　rn．　Recall　that［m，　m］⊂ξ

a。d［セ、　m］⊂m．　By　Th…em　32，　t＋m’i・aLi・・ub・lg・b・a・fg・Hence｛e・m’｜

⊂mノ．Thus　we　obtain

Hm，ml，m’］⊂1ヒ，m’］⊂m’．

Since［m，　m］acts　irreducibly　on　m，we　have　m’＝m．　This　implies　thatηis

trivial．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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P・・j・…bi1三り・・fL・f・1…a・i・n・N・mbu－P・iss・・T・n・・・・…Li・G・卯p（N・KANIsHI）

R・％・た3・1・A・i・well一㎞・岨・・G－inv・n・n面・m」・n・・ハ・・metri・・pace　G／Ki、

always　closed，　and　henceω＝π＊己）is　also　closed．　Thus　in　this　case，　fbr　a　semi－

projectable　LINPTη，ηis　projectable　if　and　only　if〔tω＝0．

　　We　give　an　example　of　non　trivial　LINPTs、which　are　projectable　on　a　reduci－

ble・ymmet・i・・pace・P・t　G－SO（4）・ndκ一SO（2）・SO（2）．　Th・n　G／κi、

areducible　symmetric　space　which　is　Iocally　diffeomorphic　to　S2×S2．　One

can　find　a　basis　o（4）＝〈X，，．．．，X6＞which　satisfies：

　　　　　　　　　　［　Xl　，　　X2　」　　＝　　－X，　，　　　　　［　X1　，　X3　］　　＝　　－X5　，　　　　　［　X1　，　X，　J　　＝　　X，　，

　　　　　　　　［X1・X・s］－X3，［X・，X、　J＝－X6，［X、，測一一Xl，

　　　　　　　　［X2・X・｜＝X・，　PX3，X・］一一Xl，［X、∴X，］＝－X．，，

　　　　　　　　［X・・X・、］一一X・，｛X・，　X6］－X、，［X、∴穐1＝－X，，

　　　　　　　　［XいX・］一［X2、X5］＝［X．3，　X4］＝0．

　　、Vith　respect　to　this　basis，　o（2）×o（2）＝＜Xl，元（C＞．　Let｛tvl，．．．，“ノ6｝be　the

dua1　basis．　Then　we　can　filld　three　projectable　LINPTs：

　　　　　　　　　　　　　η1＝XiAX〕AX3AX，AX5AX，，

　　　　　　　　　　　　　η2＝XIA（X2十X，）A（X3一晃）∧X，、

　　　　　　　　　　　　　η3＝XIA（X3十X4）A（X2－X5）AX6，

　　In　our　definitions，　the　order　of　Nambu－Poisson　tensors　is　greater　than　2．　So

η・－X1　A　X6　i・n・t・n　LINPT　b・t・・eg・1・・P・iss・n　t・n・…nSO（4）．　It　i・ea・y

to　see　thatη2　andη3　are　non　trivial　projectable　LINPTs．　Putθ、＝乞（η、）Ω，　where

Ω＝ω1A…Aω6・Then　we　haveθ2＝（ω2一ω5）A（ω3十ω4），andθ3＝（ω：〕＿

ω4）A（ω2十ω5）．An　easy　computation　shows　that　dθL）＝dθ3＝0．　Moreoverθワ

・ndθ・are　c・h・m・［・9・u…SO（4）・Sinceθ・andθ・a・e　p・・ject・bl・2－f・・m・，　th・y

are　considered　to　be　the　fbrrns　on　SO（4）／SO（2）×SO（2）．　Since　θ2一θ3＝

d（2ω・）・nd吻cann・tbec・n・id・・ed・・af・・m・n　G／K，・th・ya・e・・t、。h。一

＝二㌶・蒜鵠（4）／SO（2）×　SO（2×SO（2））．）・Andhencetheybec・meg・n一

　　Let　us　consider　the　case　that　G／K　is　not　a　s＞mmetric　space．　For　example，　let　G

一σ（・＋1）・nd・K－U（・）・Th・nG／Ki・n・t・・y・・M・t・i・・p・・eb・t・（2n　＋

1）－dimensional　homogene皿s　space　which　is　diffeomorphic　to　S2司．　The　Lie

algebra　u（11）ofσ（7？．）is　contained　ill　the　Lie　algebra　u（η十1）ofσ（n十1）in

t
’
x

245



the　natし1ral　manner．　Let　X1，．．．，X。i）一　be　a　basis　of　u（n）．　Define　matrices随r－1＝

（α1、，）・ndち一（b、。）f・・1≦2≦・・andγ…1－（cpq）・f・（n＋1）by

　　　　　　　　　　　　α’、r1＋1＝1，　α，t＋1，／＝－1，　0therwise　O，

　　　　　　　　　　　　b、、n＋1一㎡＝i，　bn＋。，一・／＝i，・th・nVi・e・0，

　　　　　　　　　　　　Ci1＋1，，1＋1＝A，　othersvise　O．

Th，nu（。＋D＝＜X，，＿，X，，・，苗，＿，　Y2n寸1＞．　L・t｛α1，…・Q…β1・…・β・n＋1｝

be　its　dual　basis．　Under　these　notations，　define　n　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　η＝XIA…A　X。・　A　Y2n⊥1・

Then＜X1，．．．，X，．、　L），γL）n〒1＞is　a　Lie　subalgebra　of　u（n十1）．～Vith　respect　to　the

。。lume　fo，mΩ＿α1　A…Aα，，・Aβ1　A…Aβ・n＋1，ω＝i（η）Ω一31　A…A

32，1is　a　2n－f（）rm　which　is　projected　down　to　G／K　Since∂ω＝0，　we　find　thatη

is　a　nontrivial　projectable　LINPT．

　　Next　let　us　consider　the　conditions　fbr　a　le丘invariant　Nambu－Poisson　fbrm

（LINPF）col　to　be　a　closed　f（）rm．　Let　G　be　an　7η一dimensional　connected　Lie

9…pwith　Lie　alg・b・a　g，・ndκb・aん一dim・n・i・n・1・・nnect・d　d・・ed　Li…b－

9・・up・f　G　with　Li・・ub・lg・b・aヒー〈X1・…・Xk＞・With・e・pect　t・the　can・ni－

cal　p・・j・・ti・nπ・G→砺・・e　c・n・id・・ap・・lect・bl・LINPTη・f・・d・・1凶）

on　G．　Then　bv　Lemma　3．1，we　know　thatηhas　the　expression：η＝XI　A…A
　　　　　　　　　　ぼXたAX卜l　A…AXI．（See　also　the　proofof　Lemma　3．4．）Adding（m－1）vec－

tor　fields　Xト1，，．．，X。，　to　XI、．．．，Xl、we　make　a　basis　ofg．　Recall　that　each　vec－

tor　field　X），（1≦i≦m）is　le丘invariant．　yVe　denote　the　dual　basis　of〈X1・…・

X“、＞by山1，＿，妨。，・nd　p・tΩ一ω1　A…Aω…Th・nΩi・al・丘i・va・i・nt　v・1－

ume　fbrm　on　G．　An　LINPFωcorresponding　toηis　gi、・en　byω＝’i（η）Ω＝ωト1

∧…Aωη）．

ef鷲㍑㌶㌫認瓢＝蕊蒜蕊1。蕊
、。。st。nts・∫9・…e・P・nding　t・th・b・・is〈Xl、…，X・〉・i∫　£，r；．1．．iCYp－0　f・r

each・r，1≦了≦1，　then　’n　is　a　pro］’ectable　L　NPPT，

P〆Slnceηis　semi－P・・ject・bl・，η・an　b・w・itt・n・・η一XI　A…AXk∧X・－1

∧＿∧Xi．　Then〈X1、．．．、　Xk，　X人＿1、

easilv　obtain
　　　’
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．．．，XI＞is　a　Lie　subalgebra　of　9，　and　we

8　一



P・・jec・ability・fL・ft・lnv・・i・n・N・mbu－P・i・…T・n・・…n・Li・G・・up（N・KANIsHI）

1　　η］

du　＝一ΣΣc拓，・Aω．

　　　　　　1’＝1P＝i＋1

Thus　the　conditionΣ；Ll＿10㍑＝0，

x∈ξ，

1≦r≦limpliesん＝0．　Then　for　anv
一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i

£（X）山＝i（X）dω十di（X）ω＝0，

and　henceηis　projectable． 口

　　　Let　us　apPly　Proposition　3．6　to　the　case　that　G　is　a　connected　unimodular

Lie　group．　Under　this　condition，　we　have

CoroUary　3．7．　Letη＝X，∧…へXl　be　a　serni－projectable　LINPT　onαc◎n一

・鋤痂…d・lar　L｛・g卿G殉e　c・nnected　Lie　subgroup　L・・…5P・ndi・g　t・

the　Li・alg・b・a　t一くX・・・・…Xt＞i・・al・・un｛m・d・1・・，・then　the　LINPF　w’－i’（・h）9．

is　closed，　and　hen（：eηis　Pi℃ワectab｜e．

Proq∫Since　G　and　L　are　unimodular，　their　structure　constants　satisfyΣ　：．｛’＝1（冷

一〇f・・each乞・1≦↑≦m・・ndΣ！，。1◎←Of・・each元，1≦3≦1．　H・nce

Σ；L・・10←Of・・each・r・1≦r≦1・D・・t・P・・p・・iti・n　3．6，　thi・impli・・∂ω

＝0，andηbecomes　projectable．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　Atypical　example　ofCorollary　3．7is　the　case　that　G＝SO（n）（resp．　U（η））

・ndκ一SO（q）（・e・p・σ（9））・Th・n　G・nd・K・・e　unim・dUl・・Li・g・・up・，・nd（；／K

is　a　Stiefel　manifold．　Letηbe　a　semi－projectable　LINPT　on（7　whose　correspond－

ing　Lie　algebra　induces　a　closed　Lie　subgroup　L　of　G　Then　SO（q）⊂L⊂SO（η）

（orひ（q）⊂L⊂　U（n））・Since　L　is　a　closed　Lie　subgroup　of　G、　L　is　unimodular．

Thus　by　Corollar＞・　3．7，　the　LINPP山＝＝’i（η）Ωis　closed　andηis　projectable．
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