
T6e　JournalげG｛白Keizai　Uniwers元り，　VoL　33，　No．3 　（1999）

G60m6trie　des　vari6t6s

de

Nambu．Poisson

Par

Nobutada　NAKANIsHI

h　la　m6γnoiγε　dε

Professeur　Masakazu　ICHIYANAGI

1．INTRODUCTION

　　　En　1973　Nambu［14】aproposξune　gen6ralisation　de　la　mecanique

hamiltonienne　classique　tenant　compte　du　th60reme　de　LiouVille　comme　un

principe　centraL　A　la　suite　de　1’etude　de　Nambu，　que｝ques　articles　sont　apparus

pour　analyser　sa　proposition．　Par　exemple　la　mecanique　de　Nambu　a　et6

traitξe　comme　un　systeme　hamiltonien　degenerξavec　quelques　contraintes

（c£［1］，［11］），De　plus，　dans［6］et［7］，1．　Cohen　et　A．J．　Kalnay　ont　etudi61es

transformations　canoniques　de　Nambu．　Mais　ces　articles　traitaient　les　aspects

physiques，　et　n’utilisaient　que　le　tenseur　de　Nambu－Poisson　le　plus　simple：η

一
、9∧…・、9　・u・Rπ，q・・n・u・apP・ll…n・1・…n・e・・r・d・・N・mbu－P・is5・・

5tandard．

　　　En　1994　L　Takhtajan［15］afait　une　formulation　geomξtrique　du　crochet

de　Nambu－Poisson．　Pour　lui，　le　crochet　doit　remplir　les　trois　conditions　sui－

vantes：antis｝・metricitξ，　la　regle　de　Leibniz　et　Identite　Fondamentale．
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　　　R．Chatterjee　et　L　Ta㎞talan　［3】ont　conjecture　que　chaque　tenseur　de

Nambu－Poisson　d6finissant　le　crochet　de　Nambu－Poisson　serait　d6composable．

Cette　conlecture　a　6tξa缶rmativement　resolue　dans【9】，［121．　Dans［2］，　R．

Chatterjee　a　demontr6　que　quelques　systemes　physiques（1’op6rateur　harmonique

SU（n）－isotropique　et　le　systeme　SO（4）－Keplerien）admettent　des　structures　de

Nambu－Poisson．　D’autres　exemples　sont　discutes　dans［15］．

　　　Parmi　les　nombreuse　autres　recherches　sur　les　variet6s　de　Nambu－Poisson，

notons　les　suivantes．1－P．　Dufbur　et　N．T、　Zung［8j　ont　classifi61es　structures　de

Nambu－Poisson　lin6aires　et　ils　ont　rξsolu　le　probleme　de　la　lineairisabilite　des

tenseurs　de　Nambu－Poisson．　L　Vaisman［16］apropos6　une　d6finition　des

groupes　de　Nambu－Lie　commeξtant皿e　extension　de　la　notion　des　groupes　de

Poisson－Lie．　Comme　le　produit　direct　de　deux　variet6s　de　Nambu－Poisson　n’est

plus　une　vari6t6　de　Nambu－Poisson，　la　d6finition　de　la　structure　de　Nambu－Lie

doit　etre　alt6rξe．1．　Grabowski　et　G．　Marmo［10］ont　6tudi61es　relations　entre

les　structures　de　Nambu－Poisson　lin6aires　et　les　algebres　de　Filippov，　et　ils　ont

defini　les　algebroids　de　Filippov．

　　　Le　but　de　cet　article　est　de　donner　une　vue　d’ensemble　de　la　g60metrie　des

vari6t6s　de　Nambu－Poisson．　Le　plan　de　cet　article　est　comme　suit：La　Section　2

introduit　l’article　de　Nambu．　Dans　la　Section　3，　nous　definissons　la　notion　des

vari6tξde　Nambu－Poisson　d’apres　Takhtajan［15】．　Une　des　vari6tes　de

Nambu－Poisson　est　une　paire　d’une　variet6　de　C°c　et　un　tenseur　de　Nambu－

Poisson．　Nous　d6montrons，　d’abord，　le　theorさme　de　la　structure　locale　des

tenseurs　de　Nambu－Poisson．　Puis　en　utilisant　ce　theoreme，　nous　pouvons　demon－

trer　quelques　propriξt6s　fbndamentales　sur　les　variet6s　de　Nambu－Poisson．

D’autre　part　nous　r6ξcrivons　les　tenseurs　de　Nambu－Poisson　dans　la　fbrme

dif丘rentielle．　Ceci　nous　permet　de　determiner　plus　simplement　si　les　tenseurs

donnξs　sont　ceux　de　Nambu－Poisson　ou　non．　Dans　la　Section　4，　nous　con－

sidξrons　les　tenseurs　de　Nambu－Poisson　invariants　ti　gauche　sur　les　groupes　de

Lie，　et　nous　examinons　les　conditions　sous　lesquelles　ils　peuvent　etre　projetes

aux　espaces　homogenes［13］．

　　　En　terminant　cette　introduction，　le　tiens　a　remercier　le　Professeur　M．

Ichiyanagi，　qui　m’a　communiquξla　notion　des　vari6tes　de　Nambu－Poisson．
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Gξom6trie　des　variξt6s　de　Nambu－Poisson〔NAkANIsHI）

2．LE　TRAvAIL　oRIGINAL　DE　NAMBu

　　　Dans［141，　Nambu　a　propose　une　genξralisation　possible　de　la　m6canique

hamiltonienne　classique　a　l’espace　de　phase　de　dimension　trois．　Soit（x，y，z）

≡デun　triplet　des　variables　dynamiques　qui　engendre　l’espace　de　phase　de

dimension　trois　R3．　Ensuite　soient　R，　S　∈　C°°（R3）deux　fbnctions　qui　sont

appl6es　une　paire　des　hamiltoniens　pour　dξterminer　les　equations　du　m皿vement

dans　R3．　Plus　pr6cisement，　Nambu　postule　les　tiquations　hamiltoniennes

SUlvantes：

（2．1）
璽
砒

∂（R，s） 　　dy

’　dt

∂（R，S） 　　dz

’　dt

∂（R，s）

∂（y，z） ∂（z，x） ∂（x，y）’

ou　dans　la　notation　vectorielle，

（2．2）
壁
砒 ▽R×▽∫．

Pour　toute　fonction　F∈　C°°（R3），1’on　a　sous　la　supPosition（2．1），

（2．3） 壁
砒
蒜器＋詰留＋緩髭＝ ▽F・（▽R×▽s）．

La　droite　de　（2．3）est　design6e　par｛F，　R，S｝．　Ce　crochet　6］¢Poi550ηg6n6ralis6　ne

remplit　pas　l’identite　de　Iacobi．　Dans　notre　terminologie，　ce　crochet　est　appel6

1¢σo‘み¢tde　Nambu－Poi5son，　et　Iε陀η∫εμr∂θNambu－Po元∬oηlui　correspondant

：蕊蕊、，尋惣、ご悟血…nt’－k

（2．4） ▽・（▽R×▽S）＝0，

et　cette　equation　montre　que　le　theoreme　de　Liouville　est　encore　maintenu　dans

l’espace　de　phase　de　Nambu．　Cela　signifie　que　si　nous　consid6rons▽R×▽S

comme　le　champ　de　vecteurs　hamiltoniens　correspondant　aux　hamiltoniens　R　et

S，il　laisse　l’616ment　de　volume　standard　de　R3　invariant，
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　　　Considerons　les　mouvements　d’un　corps　rigide　autour　d’un　point　station一
　　　　　　　　　　　パ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づ

naire　O．　Soit　M＝（Mx，My，Mz）le　vecteur　de　moment　angulaire　du　corps，　V　le

vecteur　de　v610cit6　angulaire　dans　Ie　corps．　Alors　1’tiquation　d’Euler　est　de丘nie

pa「

（2．5） dM＝M×▽．
dt

P…n・R＝1（M。2＋鳩＋Ml）．Al・rs　n・u・av・n・▽R＝M．　P…ns　S＝i（M』1L

＋M61L＋Ml／lz），　oil　I＝（lx、1y，Iz）d6signe　I’opξrateur　d》inertie．　Dans　ce　cas，

V　est　donnξpar▽S．　Par　cons6quent，1’6quation（2．5）est　6crite　comme　suit：

（2．6）

（2，7）

（2．8）

9；v3x一醐（1　　11z　∬y）

d艶＝Mz　Mx（l　　lIx　　Iz）

d金≒＝Mx　My（1　　　1Iy　　Ix）

∂（R，s）

∂（My，Mz），

∂（R，∫）

∂（M。，Mx）’

∂（R、s）

∂（Mx，My）’

Ces　6quations　sont　6quivalentes　a　16quation（2．1）．　Donc　rξquation　du　mouve－・

ment　d’Euler　d’un　corps　rigide　donne　un　exemple　typique　du　systeme　physi－

que　dans　le　sch6ma　de　Nambu．

3．VARIETEs　DE　NAMBu－PolssoN

　　　Dans　cette　section　nous　donnons　la　definition　des　vari6tξs　de　Nambu－

Poisson，　qu｛est　equivalente　a　celle　de　Takhtajan［15］．Soit　M皿e　variξt6　de　C°°

de　dimension　m，　etアson　algebre　de　f（）nctions　rξelles　de　C°c．　Nous　d6signons　par

「（！lnT，M）1’espace　de　sections　globalesη：M→∬TM．　Alors　pour　chaque

η∈T（AnTM），　il　correspond　au　crochet　d6fini　par

｛∫P＿っfn｝＝η（〔tf，，＿．，（lfn），　∫1，．◆．，fn∈フ：．

Soit　A＝Σ義、　A…Afi，．”fi」∈ア．　Puisque　le　crochet　remplit　clairement　la

regle　de　Leibniz，　nous　pouvons　definir　un　champ　de　vecteurs　Xへcorrespondant

b．A　par　l’6quation　suivante：
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G60m6trie　des　vari6t6s　de　Nambu－Poisson（NAKANIsHI）

x、（9）＝Z）　lfi1，＿，f、．＿，，g｝，9・∫．

Un　tel　champ　de　vecteurs　est　appelξ　un　champ∂de　vecteurs　hamゴltonien5．　L’espace

des　champs　de　vecteurs　hamiltoniens　est　d6sign6　par　H．

D6f㎞註ion　3．　

Lη∈r（AnTM）est　appelg　un　tenseur　de　Nambu－Poisson　d’ordre

ns’ il　verサie乙（XA）η＝Opour　XA∈H，　o洩£est　1’opぎrateur　de　dぎr｛vα亡｛011　de　L｛e．

Maintenant　une　var｛6te　de　Nambu－Pois∫on　est　une　paire（M，η）．

　　　La　d（≡finition　ci－dessus　est　6quivalente　a　∬dentite　Fondatnentale，　que

Takhtalan　a　proposξdans［15］．　Si　n＝2，　Identit6　Fondamentale　n’est　pas

autre　chose　que　I’identite　de　Jacobi，　et　nous　obtenons　les　vari6t6s　de　Poisson

usuelles．

　　　Un　point　p∈iM　est　dit　regulier　si　ny（p）≠0．　Nous　p皿vons　expliquer　le　th60－

reme　de　la　structure　locale　pour　Ies　tenseurs　de　Nambu－Poisson［9】，［121．

Th60reme　3．2．　Soi亡η∈F（A町M），n≧3．　Slηest　un　tenseur　de　Nambu－Poi∬oη

d’ordre　n，　alors　pour　chaqueρ0｛nt　rε9掘｛er　p，｛l　ex｛steμηVO｛sinage　U　avec　des

carte510cales（コCl，．．．，Xn，Xn＋い．．つコCm）aヱ4tOttr　cゴεPtel　que

η一、皇1∧…・、Sn

Slil’　VT、　et 　v｛ce　versa．

　　　Dans　le　Th60reme　3．2，　la　condition　n≧3est　essentielle．　Si　n＝2，　comme

il　est　bien　connu，　A．　Weinstein［17］a　d6montre　le　th60reme　de　dξcomposition

pour　tenseurs　de　Poisson，　Comparant　le　theoreme　de　dξcomposition　de　Wein－

stein　avec　notre　th60reme，　nous　savons　que　la　structure　locale　des　varietes　de

Nambu－Poisson　est　plus　rigide　que　celle　des　vari6tes　de　Poisson　usuelles．　Quel－

ques　applications　immediates　du　Theoreme　3．2sont　les　suivantes．

Corollaire　3．3．　（1）Soitηun　tensetlr　de　Nainbu－1）oisson　d’ordre　n≧3．　Si　S　est

une　fonction　de　C°°，　alorsずη　est　encore　un　tenseur　de　Nambu－Po｛ssoη、

　　　（2）Siγr↓＝n≧3，　chaqueη∈」「（ノ1nTM）est　un　ten5eUr　de　Nambu－Poi∬on．

一　5　一
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（3）Pour　chaque　tenseur　de　Nambu－Poissonη，　son　crochet　de　Schouten　v6riS三e

［η，η］＝0．

　　　D’apres　le　corollaire　ci－dessus，　ron　sait　que　3－tensor　sur　R3　correspondant

au　crochet　de　Poisson　g6neralis6　de　Nambu　est　celui　de　Nambu－Poisson．　On

peut　trouver　l’autre　critere　dans　la　section　suivante・

　　　Soit（M，η）une　vari6t6　de　Nambu－Poisson　avec　la　fbrme　volumeΩ，　et　m≧

n≧3．Posonsω＝i（η）Ω，　oU　le　second　membre　est　le　produit　interieur　deηet

Ω．Doncωest（m－n）－fbrme．　Dans　le　theorさme　suivant，　nous　caract6riserons

un　tenseur　de　Nambu－Poisson　en　utilisant　cette　fbrme　di旋rentielleω［13］．

Th60reme　3．4．　Soit　n∈．「（ノl　n　TM）．　Alors　rl　est　un　tenseur　de　Nambu－Poi∬on　si

et　seuiement　s印v師e！es　deUX　C・nditi・ns　suivantesα川・研de　chaque　P・int

r（lgulier：

Q）　co　est（localement）　decomposable，　et

　　　（2）il　existe　une　1　－forMeθ　localement　definie　telle　que　dω＝θAω・

　　　Remarque．　Il　est　clair　que　le　critさre　ci－dessus　pour　tenseurs　de　Nambu－Poisson

ne　dξpend　pas　du　choix　de　la　fbrme　volume．　Une　fbrme　differentielleωqui

veri丘e　les　conditions　dans　le　Th60reme　3．4est　appei6e　uneプbrη1e　de　NaMbu－

Poisson．

Coro皿aire　3．5．　Si　m＝n＋1，αlorsηest姻tenset‘r　de　Na　

mbu－Poisson　s｛et　seule一

ment　5iωAdω＝0．

4．TENsEuRs　DE　NAMBu－PolssoN　INvARIANTs

　　　　　AGAucHE　suR　LEs　GRouPEs　DE　LIE

　　　Soit　G　un　groupe　de　Lie　connexe　de　dimension　m，　m≧3．　D’abord　nous

d6terminerons　la　fbrme　de　tenseurs　de　Nambu－Poisson　invariants　a　gauche　sur

G．D6signons　par　g　l’algさbre　de　Lie　des　champs　de　vecteurs　invariants　a　gauche

sur　G．　En　utilisant　Ie　Th60reme　3．2，　nous　pouvons　facilement　obtenir　le

lemme　Suivant、
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G60m6trie　des　vari6t6s　de　Nambu－Poisson〔NAKANIsH1）

Lemme　4．1．　So輌n　tenseur　de　Na鋤Poi∫50Worぬη⑭κ励r∂reη≧
3sur姻gro叩e　de　Lie　G　AIorsηest　globaiement友composαble．

　　　D’apres　le　Lemme　4．1，　tous　les　tenseurs　de　Nambu－Poisson　invariants　a

gauche　n　d’ordre　n　sont　6crits　comme　616ments　d6composables　de、A”g．

　　　Nous　designons　par＜X1，…，Xn＞une　sous－algさbre　de　Lie　g6ner6e　par　X1，

…
，Xn∈g．　Le　th60rさme　exprime　que　pour　chaque　sous－algさbre　de　Lie　b，

dim　b≧3，　il　correspond　un　tenseur　de　Nambu－Poisson　invariant　a　gauche

d’ordre　dim　b［13】．

Th60reme　4．2．　Soit　G　un　groupe∂de　Lie　de　dimension　m．

　　　（i）Soit　b＝〈Xl，…，Xn＞顕εsou5－algbbre　de　Lie　de　dimension　n　de　g，　n

≧3・Pour　une　hase　Xl，…，Xn　de萄，ρ050η5η＝Xl∧…AXπ．Alorsηe5’姻

tenseur　de　Nambu－Poisson　invariant　di　9αuche　d’ordre　n　5ur　G．

（ii）Au　contraire　etant　donne　un　tenseur　de　Nambu－Poisson　invariant　di　gauche

η＝Xl　A…AXn∈ノl　ng　sur　G，　alo　rs　b＝＜X1，…，Xn＞est　une　sous－algebre　de

L｛e　de　dimens｛on　n　de　g、

　　　Si　un　tenseur　de　Nambu－Poisson　invariant　d　gaucheηadeux　expressions：

η＝X1　A…AXn＝Yl　A…∧Yn，nous　savons　que＜Xl，…，Xn＞＝〈Yl，…，

Yn＞．　Par　consξquent　ron　a

Corollaire　4．3．　Ilγa　une　correspondance 　univalenteδ　multiple　constant　prbs

entre　l’ensemble　de　n－tenseμrs　de　Nambu－Po｛sson　invariants　di　ga　

uche　sur　G　et

celui・de・S・US－algebres　de　Lie　de　dimensi・n　n　de　9．

　　　Soit　G　un　groupe　de　Lie　connexe　de　dimension　m　et　H　un　sous－groupe

ferm6　de　G　de　dimension　n．　D6signons　par　g　et勾les　algebres　de　Lie　de　G　et　H

respectivement・Soitπ：G→G／H　la　projection　naturelle．　L’apPlicationω→

π＊ωetablit　une　correspondance　univalente　entre　les　p－formes　G－invariantes

sur　G／H　et　les　p－fbrmes　tu　invariantes　a　gauche　sur　G　qui　v6rifient

　　　（a）i（X）ω＝Opour　tout　X∈b，

　　　（b）’（（X）ω＝Opour　tout　X∈正）［5］．

　　　Siωest　une（m－n）－forme　G－invariante（ie．　une　forme　volume　G－invariante）

sur　G／H・alorsω＝π＊ωest　une（m－n）－f（）rme　invariante　a　gauche　sur　G．　Puis－

queωest　ferm6e　et　d6composable，ωinduit　un　n－tenseur　de　Nambu－Poissonη

一　7
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invariant　a　gauche　sur　G　par　l’6quation　i（η）Ω＝ω・Il　est　clair　queηest　6gal　au

tenseur　de　Nambu－Poisson　invariant　a　gauche　correspondant　a　1’algebre　de　Lie

bde　H　b　multiple　constant　pres．　Dξfinissons　hω　＝＝｛X∈gli（X）ω＝Ol．Alors　bω

est　une　sous－algebre　de　q．　et　b、，＝b．　La　sous－vari6t6　int6grale　maximale　Hω

passant　par　e　est　le　composant　identite　de　H，　Comme　H　est　fermξ，　H．　est　aussi

un　sous－groupe　fermξde　G．

　　　Au　contraire，　donnons　un　n－tenseur　de　Nambu－Poissonηinvariant　a　gau－

che，　oti　n≧3．　Alors　comme　nous　avons　vu　dans　le　Theorem　4．2，ηd6termine

la　sous－algさbre　de　Lie　b　de　dimension　n，　etηinduit　aussi　la（m－n）一丘）rmeω

invariante　a　gauche　sur　G　par　i（η）Ω＝ω・Dans　la　proposition　suivante・nous

donnons　une　condition　su伍sante　pour　queωsoit　projetee　sur　la丘）rme　volume

G－invariante　de　G／H．　Cela　essentiellement　d6pend　de　S．S．　Chern｛4］．

Proposition　4．4．　Soit　G　un　groupe　de　Lie　connexe　unimodulaire　de　diMen5iOn　m，

et　q　un　tenseur　de　Nambu－Poisson　invariant　a　gauche　d’ordre　n≧3sur　G．　Alors　il

correspond　une　sous－algbbre　C）de　dimension　n．　D6signons　par　H　le　sous－grot｛pe　de

Lie　connexe　correspondant　b　b．　S｛Hest　ferm¢　et　unimodula｛re，αlorsωest　projetee

s“rla　forme　volume　G－｛nvariant¢de　G！H．

　　　L’autre　condition　suffrlsante　facile　pour　queωsoit　projectable　est　la　sui－

vante．　Si〔）est　un　ideal　de　g，　alorsαd（X）est　une　application　de　g　dans　b　pour

X∈b，et　nous　obtenons　facilement　que　dω＝0．　Nous　avons　etabli

Proposition　4．5．∫oゴtηun　n－tenseur　de　Nambu－Poi∬on　invarian亡di　gauche　sur

G．S叩po50｝1s　que　b　induit　par　n　estし‘n　ideal　de　q．　e亡le　gro↓｛pe　de　Lie　connexe　H

q斑correspond　O　b　est　un　so撹s－grouPe　ferm壱de　G・Alors　（o　es叩r（）jetee　sur　laチbrme

volt｛me　G－invariante　de　G／H．

　　　Nous　donnons　ici　un　exemple　de　la　paire　de　groupes　de　Lie（G，　H）tel　que

ωn’ est　projet6e　a　aucune　fbrme　volume　G－－invariante　de　G／H．　Dans　ce　cas，

bien　stir，　H　n’est　pas　unimodulaire．　Soit　g＝ξ｛（3，R）et　soit　g＝a＋11＋fla

dξcomposition　d’Iwasawa　usuelle．　On　prendα＋Il　comme　b．　Alors　b　n’est

pas　un　ideal　mais　une　sous－algebre　de　Lie　de　g．　Soient　A　et　N　les　groupes　de

Lie　connexes　correspondant　a　a　et　n　respectivement．　Alors　A　et　N　sont　des

sous－
groupes　de　Lie　fermes　de　SL（3、R），　et　H　est　diffeomorphique　a　A×N．

Donc　H　est　un　sous－groupe　ferme　de　SL（3、R）．　Maintenant　on　peut　trouver
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une　base＜X1・…，X8＞de　g　telle　que　a＝〈Xp　X2＞et　n＝＜X3，　X4，　X5＞．

Posonsη＝Xl∧…AX5．　Alorsω＝i（η）Ωs’ξcrit　commeω＝ω6　Aω7∧ω8　en

ce　qui　concerne　la　base　duale＜ω1，…，ω8＞de＜Xl，…，Xs＞．　Et　on　sait　que

i（b）dω≠0．Par　cons6quentωn’est　projet6e　sur　aucune　fbrme　G－invariante　de

GiH．
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