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1. INTRODUCTION

En 1973 Nambu [14] a proposé une généralisation de la mécanique
hamiltonienne classique tenant compte du théoréme de Liouville comme un
principe central. A la suite de 'étude de Nambu, quelques articles sont apparus
pour analyser sa proposition. Par exemple la mécanique de Nambu a été
traitée comme un systtme hamiltonien dégénéré avec quelques contraintes
(cf. [1], [11]). De plus, dans [6] et [7], I. Cohen et A.]. Kalnay ont étudié les
transformations canoniques de Nambu. Mais ces articles traitaient les aspects
physiques, et n’utilisaient que le tenseur de Nambu-Poisson le plus simple : 7
=gz, N -+ N g sur RY, que nous appellerons le tenseur de Nambu-Poisson
standard.

En 1994 L. Takhtajan [15] a fait une formulation géométrique du crochet
de Nambu-Poisson. Pour lui, le crochet doit remplir les trois conditions sui-
vantes : antisymétricité, la regle de Leibniz et Identité Fondamentale.
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R. Chatterjee et L. Takhtajan [3] ont conjecturé que chaque tenseur de
Nambu-Poisson définissant le crochet de Nambu-Poisson serait décomposable.
Cette conjecture a été affirmativement résolue dans [9], [12]. Dans [2], R.
Chatterjee a démontré que quelques systemes physiques (I'opérateur harmonique
SU(n)-isotropique et le systtme SO(4)-Keplerien) admettent des structures de
Nambu-Poisson. D’autres exemples sont discutés dans [15].

Parmi les nombreuse autres recherches sur les variétés de Nambu-Poisson,
notons les suivantes. J-P. Dufour et N.T. Zung [8] ont classifié les structures de
Nambu-Poisson linéaires et ils ont résolu le probleme de la linéairisabilité des
tenseurs de Nambu-Poisson. 1. Vaisman [16] a proposé une définition des
groupes de Nambu-Lie comme étant une extension de la notion des groupes de
Poisson-Lie. Comme le produit direct de deux variétés de Nambu-Poisson n’est
plus une variété de Nambu-Poisson, la définition de la structure de Nambu-Lie
doit étre altérée. J. Grabowski et G. Marmo [10] ont étudié les relations entre
les structures de Nambu-Poisson linéaires et les algebres de Filippov, et ils ont
défini les algebroids de Filippov.

Le but de cet article est de donner une vue d’ensemble de la géométrie des
variétés de Nambu-Poisson. Le plan de cet article est comme suit : La Section 2
introduit I'article de Nambu. Dans la Section 3, nous définissons la notion des
variété de Nambu-Poisson d’aprés Takhtajan [15]. Une des variétés de
Nambu-Poisson est une paire d’une variété de C” et un tenseur de Nambu-
Poisson. Nous démontrons, d’abord, le théoreme de la structure locale des
tenseurs de Nambu-Poisson. Puis en utilisant ce théoréme, nous pouvons démon-
trer quelques propriétés fondamentales sur les variétés de Nambu-Poisson.
D’autre part nous réécrivons les tenseurs de Nambu-Poisson dans la forme
différentielle. Ceci nous permet de déterminer plus simplement si les tenseurs
donnés sont ceux de Nambu-Poisson ou non. Dans la Section 4, nous con-
sidérons les tenseurs de Nambu-Poisson invariants a gauche sur les groupes de
Lie, et nous examinons les conditions sous lesquelles ils peuvent étre projetés
aux espaces homogenes [13].

En terminant cette introduction, je tiens a remercier le Professeur M.
Ichiyanagi, qui m’a communiqué la notion des variétés de Nambu-Poisson.
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2. LE TRAVAIL ORIGINAL DE NAMBU

Dans [14], Nambu a proposé une généralisation possible de la mécanique
hamiltonienne classique a I'espace de phase de dimension trois. Soit (x,y,z)
= 7 un triplet des variables dynamiques qui engendre I'espace de phase de
dimension trois R?. Ensuite soient R, S € C*(R’) deux fonctions qui sont
applées une paire des hamiltoniens pour déterminer les équations du mouvement
dans R®. Plus précisément, Nambu postule les équations hamiltoniennes
suivantes :

dx < (RS E dy w d(R)S) T dz Fo(RS)

(2.1) dt ~ yz2)’ dt dzx)’ dt o(xy)’

ou dans la notation vectorielle,
dF
2.2) S i VR x VS.

Pour toute fonction F € C*(R?), 'on a sous la supposition (2.1),

dF _0F dz , oF dy , oF dz

(2.3) dt _dx dt oy dt T 9z dt

= VF-(VR x VS).
La droite de (2.3) est désignée par {F,R,S}. Ce crochet de Poisson généralisé ne
remplit pas I'identité de Jacobi. Dans notre terminologie, ce crochet est appelé

le crochet de Nambu-Poisson, et le tenseur de Nambu-Poisson lui correspondant

est Froi o Yol . R et S sont les constantes du mouvement. Notons que le
dx Jdy JZ
7

champ de vélocités qr oSt sans divergence :
(2.4) V- (VR x VS) =0,

et cette équation montre que le théoréme de Liouville est encore maintenu dans
'espace de phase de Nambu. Cela signifie que si nous considérons VR x VS
comme le champ de vecteurs hamiltoniens correspondant aux hamiltoniens R et
S, il laisse 'élément de volume standard de R® invariant.

—E3 205



Considérons les mouvements d’un corps rigide autour d’un point station-
naire 0. Soit M = (Mg, My, M) le vecteur de moment angulaire du corps, V le
vecteur de vélocité angulaire dans le corps. Alors Iéquation d’Euler est définie
par

‘Qa
=

(2.5) e MxV.
Posons R = %(M% + M2+ M2). Alors nous avons VR = M. Posons S = %( L2 /Ls
+ Mj/l, + MZ/L), ou I = (I, I, I.) désigne 'opérateur d’inertie. Dans ce cas,

V est donné par VS. Par conséquent, I'équation (2.5) est écrite comme suit:

dM; _ A1) il
(2.6) at —MrMy(Iz Iy) ~ My, M)’
dMy _ A5 LN s ES)
(27) i MZMx(Ix Iz) o a(Mz)Ml‘)’
dM; _ L_L) = RS
(2.8) i —Mer(Iy L) 0(Mz, My)’

Ces équations sont équivalentes a léquation (2.1). Donc I'équation du mouve-
ment d’Euler d’un corps rigide donne un exemple typique du systeme physi-
que dans le schéma de Nambu.

3. VARIETES DE NAMBU-POISSON

Dans cette section nous donnons la définition des variétés de Nambu-
Poisson, qui est équivalente a celle de Takhtajan [15]. Soit M une variété de C*
de dimension m, et F son algebre de fonctions réelles de C*. Nous désignons par
I'(A™TM) P’espace de sections globales # : M —> A"TM. Alors pour chaque
n € I'(A"TM), il correspond au crochet défini par

[Fsa-atansnadfir s dfn)eme s, T et

Soit A =2fi, A === A fi,_,, fi; € F. Puisque le crochet remplit clairement la
régle de Leibniz, nous pouvons définir un champ de vecteurs X4 correspondant
a A par I'équation suivante :
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Un tel champ de vecteurs est appelé un champ de vecteurs hamiltoniens. L’espace
des champs de vecteurs hamiltoniens est désigné par H.

Définition 3.1. 1 € I'(A"TM) est appelé un tenseur de Nambu-Poisson d’ordre
n sil vérifie L(Xa)n = 0 pour Xy € 'H, oir L est lopérateur de dérivation de Lie.
Maintenant une variété de Nambu-Poisson est une paire (M, 7).

La définition ci-dessus est équivalente a Identité Fondamentale, que
Takhtajan a proposé dans [15]. Si n = 2, Identité Fondamentale n’est pas
autre chose que l'identité de Jacobi, et nous obtenons les variétés de Poisson
usuelles.

Un point p € M est dit régulier si (p) # 0. Nous pouvons expliquer le théo-
reme de la structure locale pour les tenseurs de Nambu-Poisson [9], [12].

Théoréme 3.2. Soitn € I'(A"TM), n = 3. Sin est un tenseur de Nambu-Poisson
d’ordre n, alors pour chaque point régulier p, il existe un voisinage U avec des

cartes locales (xy, ..., %n, Tn+1..., Tm) autour de p tel que
d d
ol Nt
’7 dx, o dxn

sur U, et vice versa.

Dans le Théoréme 3.2, la condition n >3 est essentielle. Si n = 2, comme
il est bien connu, A. Weinstein [17] a démontré le théoréme de décomposition
pour tenseurs de Poisson. Comparant le théoréme de décomposition de Wein-
stein avec notre théoreme, nous savons que la structure locale des variétés de
Nambu-Poisson est plus rigide que celle des variétés de Poisson usuelles. Quel-
ques applications immédiates du Théoréme 3.2 sont les suivantes.

Corollaire 3.3. (1) Soit 5 un tenseur de Nambu-Poisson d’ordre n > 3. Si f est
une fonction de C*, alors fn est encore un tenseur de Nambu-Poisson.
(2) Sim =mn 23, chaque n € I'(A"TM) est un tenseur de Nambu-Poisson.
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(3) Pour chaque tenseur de Nambu-Poisson 1, son crochet de Schouten vérifie
[7,m] = 0.

D’apreés le corollaire ci-dessus, I'on sait que 3-tensor sur R® correspondant
au crochet de Poisson généralisé de Nambu est celui de Nambu-Poisson. On
peut trouver l'autre critére dans la section suivante.

Soit (M,7) une variété de Nambu-Poisson avec la forme volume (2, et m >
n 2 3. Posons w = i(n)£2, ou le second membre est le produit intérieur de 7 et
. Donc w est (m —n)-forme. Dans le théoréme suivant, nous caractériserons
un tenseur de Nambu-Poisson en utilisant cette forme différentielle @ [13].

Théoréme 3.4. Soit n € I'(A"TM). Alors n est un tenseur de Nambu-Poisson si
et seulement si n vérifie les deux conditions suivantes autour de chaque point
régulier:

(1) w est (localement) décomposable, et

(2) il existe une 1-forme 6 localement définie telle que dw = 6 A w.

Remarque. 1l est clair que le critere ci-dessus pour tenseurs de Nambu-Poisson
ne dépend pas du choix de la forme volume. Une forme différentielle @ qui
vérifie les conditions dans le Théoréme 3.4 est appelée une forme de Nambu-
Poisson.

Corollaire 3.5. Si m =n + 1, alors i est un tenseur de Nambu-Poisson si et seule-
ment si @ A dw = 0.

2, TENSEURS DE NAMBU-POISSON INVARIANTS
A GAUCHE SUR LES GROUPES DE LIE

Soit G un groupe de Lie connexe de dimension m, m = 3. D’abord nous
déterminerons la forme de tenseurs de Nambu-Poisson invariants a gauche sur
G. Désignons par g 'algebre de Lie des champs de vecteurs invariants a gauche
sur G. En utilisant le Théoréeme 3.2, nous pouvons facilement obtenir le
lemme suivant.
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Lemme 4.1. Soitn un tenseur de Nambu-Poisson invariant a gauche d’ordre n >
3 sur un groupe de Lie G. Alors 1 est globalement décomposable.

D’apres le Lemme 4.1, tous les tenseurs de Nambu-Poisson invariants a
gauche 7 d’ordre n sont écrits comme éléments décomposables de A™g.

Nous désignons par < X, -+, X, > une sous-algebre de Lie générée par X,
-+, Xn € g. Le théoréme exprime que pour chaque sous-algebre de Lie b,
dim § > 3, il correspond un tenseur de Nambu-Poisson invariant a gauche
d’ordre dim § [13].

Théoréme 4.2. Soit G un groupe de Lie de dimension m.

(i) Soit § = < Xy,-++, Xn > une sous-algebre de Lie de dimension n de g, n
2 3. Pour une base X,,---, Xn de 0, posons n= X; A --- A Xy. Alors 5 est un
tenseur de Nambu-Poisson invariant a gauche d’ordre n sur G.

(ii) Au contraire étant donné un tenseur de Nambu-Poisson invariant a gauche
=X\ A - A Xne A"g sur G, alors ) = < X,, -+, Xp > est une sous-algébre de
Lie de dimension n de g.

Si un tenseur de Nambu-Poisson invariant a gauche 7 a deux expressions :
N=X; A~ AXp=Y; A - A Yp, nous savons que < X;,---, Xp > =< Yy, -+,
Yn >. Par conséquent 'on a

Corollaire 4.3. Il y a une correspondance univalente a multiple constant prés
entre I'ensemble de n-tenseurs de Nambu-Poisson invariants a gauche sur G et
celui de sous-algebres de Lie de dimension n de g.

Soit G un groupe de Lie connexe de dimension m et H un sous-groupe
fermé de G de dimension n. Désignons par g et [ les algebres de Lie de G et H
respectivement. Soit 7 : G —> G/H la projection naturelle. L’application @ —>
m*@ établit une correspondance univalente entre les p-formes G-invariantes
sur G/H et les p-formes w invariantes a gauche sur G qui vérifient

(a) i(X)w = 0 pour tout X € b,

(b) LIX)w = 0 pour tout X € § [5].

Si @ est une (m—-n)-forme G-invariante (i.e. une forme volume G-invariante)
sur G/H, alors @ = %@ est une (m —n)-forme invariante a gauche sur G. Puis-
que o est fermée et décomposable, @ induit un n-tenseur de Nambu-Poisson 7
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invariant a gauche sur G par 'équation i(#){2 = w. Il est clair que 7 est égal au
tenseur de Nambu-Poisson invariant a gauche correspondant a 'algebre de Lie
6 de H a multiple constant prés. Définissons §,, = {X € g|iX)w = 0}. Alors b,
est une sous-algebre de g et f, = 0. La sous-variété intégrale maximale H,,
passant par e est le composant identité de H. Comme H est fermé, H,, est aussi
un sous-groupe fermé de G.

Au contraire, donnons un n-tenseur de Nambu-Poisson # invariant a gau-
che, ot n > 3. Alors comme nous avons vu dans le Theorem 4.2, 7 détermine
la sous-algebre de Lie f) de dimension n, et # induit aussi la (m — n)-forme @
invariante a gauche sur G par i(17){2 = w. Dans la proposition suivante, nous
donnons une condition suffisante pour que @ soit projetée sur la forme volume
G-invariante de G/H. Cela essentiellement dépend de S.S. Chern [4].

Proposition 4.4. Soit G un groupe de Lie connexe unimodulaire de dimension m,
et ) un tenseur de Nambu-Poisson invariant a gauche d’ordre n 2 3 sur G. Alors il
correspond une sous-algébre ) de dimension n. Désignons par H le sous-groupe de
Lie connexe correspondant a §). Si H est fermé et unimodulaire, alors w est projetée
sur la forme volume G-invariante de G/H.

Lautre condition suffisante facile pour que @ soit projectable est la sui-
vante. Si §) est un idéal de g, alors ad(X) est une application de g dans §) pour
X € 0, et nous obtenons facilement que dw = 0. Nous avons établi

Proposition 4.5. Soit  un n-tenseur de Nambu-Poisson invariant a gauche sur
G. Supposons que 1) induit par 1 est un idéal de g et le groupe de Lie connexe H
qui correspond a §) est un sous-groupe fermé de G. Alors w est projetée sur la forme
volume G-invariante de G/H.

Nous donnons ici un exemple de la paire de groupes de Lie (G, H) tel que
o nest projetée a aucune forme volume G-invariante de G/H. Dans ce cas,
bien str, H n'est pas unimodulaire. Soit ¢ = 3[(3,R) et soit § = a+n+fla
décomposition d’Iwasawa usuelle. On prend a+n comme f). Alors f) n’est
pas un idéal mais une sous-algebre de Lie de g. Soient A et N les groupes de
Lie connexes correspondant a a et 11 respectivement. Alors A et N sont des
sous-groupes de Lie fermés de SL(3,R), et H est difféomorphique a A x N.
Donc H est un sous-groupe fermé de SL(3,R). Maintenant on peut trouver
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une base <X 54 Xy >de 'gtelleque A=< Xy X' > et =2 X, X, X, >
Posons 7 = X; A --- A X;. Alors @ = i(){2 s’écrit comme w = ws A w7 A ws en
ce qui concerne la base duale < w,,---, wg > de < Xj,---, Xg >. Et on sait que

i(h)dw # 0. Par conséquent  n’est projetée sur aucune forme G-invariante de
G/H.
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